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ALGUNOS TEMAS DE INVEST/GACION A NIVEL EL EMENTAL
YUTAKEUCHI
IntrocJuccion.
En algunas ramas de la Cienc!a como la Bioloqia, fa Geologia, etc., no es
dificil encontrar temas originales de investiqacicn, por ejemplo ; \\ una investi-
qacion sobre cierta clase de ranas de tres patas que vive exclusivamente en la
Sabana de Bogota ". Sinembargo, en Matematicas es difici l hallar temas de inves-
tiqacion adecuados a nuestro nivel academico en Colombia puesto que no existe
"maternatica local de la Sabana de Bogota ", sino que la Matematica es unica en
todo el mundo. (I Mas aun, la Matematica Marciana deber ia ser igual a la nuestral)
Entonces, L Seria muy justo que nuestros matematicos' J)no desarrollen trabajos
propios debido a esta situacion 7 La matematica es algo como un arte moderno :
los pintores producen sus obras aunque es m uy dificil exponerlas en la galerla
de Nueva York y muy poco publico pueda apreciarlas. Los que no pintan, aunque
sepan muy bien apreciar las obras exhibidas, no son pintores sino criticos de ar-
teo Las personas que no desarroll an sus prop ios trabajos, lim itandose sol amen-
te a leer libros de rnatemat icas, no son matematicos sino criucos del arte mate-
matico. L Podran los criticos ser buenos profesores ?
(1) En e st a nola uso la palabra .. rnat ernat ico l" en el sent ido de "profesor de mar crnar ic a s
a nivel un iv er s it ar io ".
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Veamos otro ejemplo : las personas que nunca han subido a ninguna montana no
son alpinistas aunque hayan leido miles de libros sobre alpinismo. i Son ellos
buenos maestros para ensefiar como se puede escalar el Monte Everest 7 No hay
Everest en Colombia, entonces i. podra dedicarse un alpinista a la lectura de I i-
bros sin conceder el minirno interes a la practica 7 Si no hay Everest, i. porque
no buscar alguna otra montana para su entrenamiento 7 Aun Monserrate podria ser-
vir para alqo. Los matematicos no deben dedicarse solam ente a la lectura; tie-
nen que buscar sus propias montarias, adecuadas a su nivel acadernico y abrir su
propio camino y asi evitar el peligro de convertirse en un dictatono sin alma. En-
tonces, i. como podemos buscar temas de trabajo en matematicas en nuestro me-
dio ambiente ? Hay que cuidarse de la palabra maqica "originalidad": hay can-
tidades de temas originales que no tienen ninqun interes para nadie, por ejemplo
"elaborar una tabla de la funcion
XXX
XX seria muy original; i para que servi-
ria este tipo de trabajo sin motivacion alguna 7
A continuacion presentamos una ser ie de los temas surgidos por cierta moti-
vac ion, los cuales no son del nivel del Monte Blanco ni del Everest pero aspire
a que sean del nivel de las montafias que asoman detras de Monserrate y que
sean ut i Ies para al gunas personas.
I. Baricentros naturales de un conjunto.
1. Motivacion.
Un dia, leyendo un libro sobre oper adores simetricos en un espacio de Hil-
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bert, encontre esta frase :
consideremos todos los elementos s. tales ,.ue lim in! II 1111 gil =f + 00 (l)
n ......oo
Inmediatamente me prequnte L porque se usa el \\ limite inferior " en lugar de tomar
\\ limite superior" 6 sencillamente \\ limite II ?
Sean n = 1, 2, 3, ••• , entonces por la slmetria del
oper ador H se tiene :
y por 10 tanto mi pregunta era simplemente acerca de algunas propiedades de una su-
cesion de terminos positivos, I ani, tal que
, para todo n , k, n > k. (2)
Si lim in! an f+
n -,.00
existe una subsucesi6n acotada de Ia I,n digamos
Ia sen) I tal que
para todo k (para alqun hi> 0) • (3)
Teniendo en cuenta que una sucesi6n es una funci6n definida en N {el conjunto
de todos los numerus naturales J, es posible encontrar una extensi6n de la sucesi6n
o sea, una funci6n ! re valores positives definida para todos los reales positi-
vos y tal que
23
i) para todo n de IN,
ij) I(x) :s JI(x. Y)' I(x + v ! para todo x>y>O (4)
(Esta es la generalizacion de la desigualdad (2» ,
iii) I es continua en (0, 00 t.
Como la desigualdad (4) es equivalente a
I( P+ q) ;:.j I(p), I(q)
2
para todo p , q > 0,
De (5), si I(p) S M, I(q) S M se tiene que I(R; q)::; M, yen general
I(p + ~ (q-p)) < M para todo n, para tad a k::; 2n, (Ver Fig.I)
2n -
p+f('i-p) P+-t<q-P)
I I I Ip
Figura 1
Par la continuidad de I obtenemos
I ix) :s M , si xE(p,q).
De (3) se tiene que l(s(k)):S M para todo k.. como 5 (.k) ... + 00 cuando
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k . "" obtenemos
/h) ~ M para todo x E (0 , -s ) ,
por 10 tanto la sucesion 1 {III I = /(11) es acotada y M es una cota de ella. En-
tonces lim s u]: (III t DC
JI- 00
i Como podernos encontrar una funcion / que satisface las tres condiciones
n, i i) Y iii) 7
Sea g tx) = lo!!. / (\) por la condicion i j) tenemos
!!. h)::: ~ l., h - )) + g (x + y) I . para todo x > )' > 0 (6) ,
luego basta hallar una funcion s continua y convexa (Nota 1) tal que
!!.III) .= lo/!. /(11) = {u!!. (//1
T omando i > en (2)
tenernos
({I )2 <
11 _ {{II-I' {{II: I
o sea
Esto es (Fig. 2):
Si definimos la func ion /!. en el in-
Fig. 2
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tervalo [n.n+1J en forma lineal, como sigue
g(x)=g(n)+(x-n)!g(n+l)-g(n)ljxE[n,n+1J n=1,2.3 ••••• (8)
entonces, por la desigualdad (7) se observa que la pendiente de la func ion g es
creciente, 0 sea que la funcion s es convexa, as! que g, definida por (8), sa-
tisface las condiciones exiqidas (N ota 2) .




(q+p)/2 sea un mimero natural. Dados q.p naturales, el
no es siempre natural, razon por la cual fue necesario "sumer-
gir" la suces ion Ia I enla func ion I para la cual la des iqualdad (6) es vali-n
da cualesquiera sean p , q ,
Sin utilizar el metodo de inmer sion de la sucesion Ian I y a partir de las de-
sigualdades aq:s M • ap:S M (q < p) podemos concluir inmediatamente que
«;: M (q < r < p ) , si el ruimero natural r es el \\ centre" entre q y p, 0
mas general mente sir es .. alcanzable" per los centros suces ivos a parti r de
los dos ruirneros q.p. Par ejemplo, si a3:S M. all:S M tenemos :
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yse puede concluir que
a < M
T-
para todo T = 3,4,5, ... , 10,11 (Ver Fig. 3).
Primer paso f - I3 7 11
Segundo paso I " I lie I3 5 7 9 11
Tercer paso • .. II • II Ii I
3 4 5 6 7 8 9 10 11
Figura 3
2. Baricentros naturales.
Sea A un conjunto de numeros naturales, decimos que el ruimero ~ (x + y)
(x, yEA) es un baricentro natural de A si ~ (x + y) es un numero natural.
Agregando al conjunto A todos los baricentros naturales de A se obtiene un
conjunto que contiene a A el cual se llama el conjunto derivado de A y se
denota A'. EI conjunto derivado de A' se denota A(2), Y aSI sucesivarnente :
el »-esimo derivado de A, A(n) , es el conjunto derivado de A(n-l):·
Por ejemplo, si
A = I 3, 15 , 24 I
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entonc es
A' = ! 3, 9, 15, 24 I A(2) ! 3, 6, 9, 12, 15, 24 I
A(3)- I I (4) - I I (5)- 3, 6, 9, 12, 15, 18, 24 A - 1 3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24 ~ A •
De esta manera tenernos una sucesion creciente de conjuntos derivados :
(9)
EI conjunto A * :
A* = lim A(n) = U A(n)
n -~<XJ n> 1
se llama el conjunto final de A, evidenternente se tiene
(A*;' = A* •
)i A es un conjunto finito, la cadena en (9) debe terminar en alqun n, 0 sea
que
en este caso obtenernos que
(el conjunto final).
En el ejemplo anterior, A(4) es el conjunto final de A.
Teor em a,
Sea B un conjunto de numeros naturales, si B' = B enronces B es una
progres ion aritmetica.
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Demostracion. Sea B = ! aI' a2' a3' ••• , ak, ••• I. Sin perdida de gene-
ral idad, supongamos que
(puesto que siernpre se puede ordenar cualquier conjunto de numeros naturales seqtin
la magnitud ). Consideremos dos nurneros consecutivos ak_l y ak .. si ambos
son pares 0 ambos son impares entonces t (ak_1 + ak) es un numero natural que
esta entre ak_1 y ak 10 cual es irnposible ya que B' = B. Por 10 tanto uno
de los ruimeros ak.1' ak es par y el otro impar. Luego, ak_1 y ak+ 1 son
ambos pares 0 son ambos in.pares, yentonces t (ak_1 + ak+ 1) = ak' 0 sea
esto es, B I a 1 • a2' a3 •.•• , ak, ••• I es una proqresion aritmetica. •
Coro/ario 1. Seu A un conjunto de numeros naturales, entonces el conjUt/to fi-
nal de A es una progresion aritmctica.
Cemostracion. Si A* es el conjunto final de A se tiene que (A*y' = A* Y
basta entonces aplicar el teorema al conjunto A * •
Coro/ario 2. Sea A un conjunto de numeros naturales, si
entonces el conjunto final de A es igual a
1 Y 2 pertenecen
IN.a A
Cemostracion. Sea A * el conjunto final de A entonces
A* = I <X·1· (k-1) f3 IkEj\T para alqun «, f3 > 0,
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Pero como 1, 2 E A C A * se tiene que 0: = f3 = 1, 0 sea que A * = N .•
Dada una sucesion Ian l supongamos que una propiedad de los elementos
"« y "p (q < p) se transmite siempre al elemento central





subconjunto de N) posee esta propiedad entonces es evidente que cualquier ele-
mento ak (k E A*) tambien tiene la misma propiedad ya que cualquier ruimero
del conjunto final A* de A puede ser alcanzado en un ruimero finito de pasos
a partir de los nurneros de A.
Ejemplo. Sea I an luna sucesion de numeros pos ltivos que satisface la condi-
cion (6'). Si lim in/ an t + 00 entonces existe una subsuc esion acotada, diqa-
• 11 -700
mos I as(n) l : para alqun M, as(n) S M cualquiera sea n ,
Sin perdida de generalidad, supongamos que as(l) = a1 ' as(2) = a2' entonces ,
por el Corolario 2, se tiene que a < Mn- para todo n , puesto que la propiedad
a<M,ap<Mq - -
es un ruimero natura! ••
se transmite al elemento central cuando Hq+ p)
3. Una tecnlc a de sucesiones.
EI problema planteado en el paraqr afo 1 nos condujo a introducir dos metodos
para resolver ciertos problemas maternaticos , a saber, \\ el metodo de lnmers ion "
y \\el metodo del conjunto final". Sinembargo, el problema en si mismo puede ser
resuelto simplemente par una \\ tecnica de sucesiones", com 0 sigue :





luego la sucesion ! an / an_] I es creciente. Sea
de ser infinitol. Si L>] I para E> 0 tal que
tal que
L = lim a / a L ( Ln n-
n--HXJ




para todo 1: > No'
Tomando n = No + ] I No + 2 I" 'I m Y multiplicando m iernbro amiembro las de-
sigualdades as! obtenidas se obtiene
m-N
a > (1 + E) 0 aN
m 0
lueqo :
lim am = + 00
m....oo
Si lim in! an t + 00 I esto es imposible, por 10 tanto se tiene que L < i .
n -) 00
Luego
a:~]< L < i I
o sea
Esto es, la sucesion {an I es decreciente y entonces es convergente •••
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Nota 7. Se di ce que una funcion !
es cOl1vexa si la cuerda AB esta
por enci ma de Ia curva y = lex)
(ver Fig. 4), 0 sea que para todo
q < p : t!(q)+ (l-t) !(p)?-!(q+ (l-t)p)
para todo t E [ 0, 1] •
i) Si un a func ion es convexa J es
continua.
ii) Per otra parte, una funcion con-
B
A
tinua que satisface la condicion (7) es convexa.
Figura 4
La demostracion la dejamos al lector {si as! 10 desea, el lector puede consul-
tar este tipo de cuestiones a la redacclon de este Boletin).
Nota 2. La funcicn ! no es derivable en x = n (natural> pero si es posible
construir una funcion derivable y convexa que satisface la ccndicion : len) = an .
La demostracion la dejamos al lector, i Que se puede decir de la inmersion de la
sucesion 1 an! en una Iuncion convexa y de clase c=?
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